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1 単位円板上の正則関数

1 ≤ p < ∞,−1 < α

Lp
a(D, dAα) := {h : D上正則かつ∥h∥p,α < ∞}: 重みつき
ベルグマン空間

(dAα(z) = (1− |z|2)αdA(z),∥h∥p,α = (
∫
D |h|pdAα)

1
p )

このとき次が成り立つ.

・Lp
a(D, dAα) ⊂ Lp(D, dAα): 閉部分空間

・∀z ∈ D, ∀f ∈ Lp
a(D, dAα)

f(z) =

∫
D
Kα(z, w)f(w)dAα(w)

Kα(z, w) =
α+ 1

π(1− z̄w)2+α
: ベルグマン核



定理 ( アトム分解 )

1 ≤ p < ∞, 1 < p(α+ 1)とする.

∃{λi} ⊂ D s.t. ∀f ∈ Lp
a(D) ∃{ai} ∈ lp

f(z) =
∞∑
i=1

ai
(1− |λi|2)(1−

1
p )2+α

(1− z̄λi)2+α
(∀z ∈ D)

注意.

α = 0 のときはp > 1ならば上の表記が可能.



2 滑らかな有界領域上の調和関数

1 ≤ p < ∞
Ω ⊂ Rn: 滑らかな有界領域

bp(Ω) := {f : Ω上調和かつ∥f∥p < ∞}
調和ベルグマン空間

(ここで∥f∥p := (
∫
Ω
|f |pdx)

1
p )

このとき次が成り立つ.

・bp(Ω) ⊂ Lp(Ω): 閉部分空間

・∀x ∈ Ω, ∀f ∈ bp(Ω)

f(x) =

∫
Ω

R(x, y)f(y)dy

ここでR(·, ·)を調和ベルグマン核とする.



・具体例 Ω = B（単位球）のとき

RB(x, y) =
(n− 4)|x|4|y|4 + (8x · y − 2n− 4)|x|2|y|2 + n

nV (B)((1− |x|2)(1− |y|2) + |x− y|2)1+n
2

定理 （ H. Kang and H. Koo ）

Ω: 滑らかな有界領域, α, β: 多重指数とする.

∃Cα,β s.t. ∀x, ∀y ∈ Ω

|Dα
xD

β
yR(x, y)| ≤ Cα,β

d(x, y)n+|α|+|β|

∃C s.t. ∀x ∈ Ω

R(x, x) ≥ C

r(x)n

ここでd(x, y) := r(x) + r(y) + |x− y|, r(x) := dist(x, ∂Ω)



定理１.

1 < p < ∞
Ω: 滑らかな有界領域とする.

∃{λi} ⊂ Ω s.t. ∀f ∈ bp(Ω) ∃{ai} ∈ lp

f(x) =
∞∑
i=1

aiR(x, λi)r(λi)
(1− 1

p )n

ここでr(x) := dist(x, ∂Ω)であり、右辺の収束はbp-収束.

注意.

∥R(·, λi)r(λi)
(1− 1

p )n∥ ≈ 1 .



3 その他の再生核

η : |∇η|2 = 1 + ηω for some ω ∈ C∞(Ω̄)を満たすΩの

defining function

微分作用素

K1g := g − 1

2
∆(η2g)

とおき、

R1(x, y) := K1(Rx)(y)

P1f(x) :=

∫
Ω

R1(x, y)f(y)dy

とおくと次のような性質が成り立つ.



定理　( B. R. Choe, H. Koo and H. Yi )

・∀f ∈ b1(Ω) P1f = f

・1 ≤ p < ∞のとき P1 : Lp(Ω) → bp(Ω)は有界作用素

・α: 多重指数とする. ∃Cα > 0 s.t.

|Dα
xR1(x, y)| ≤

Cαr(y)

d(x, y)n+1+|α|

|Dα
yR1(x, y)| ≤

Cα

d(x, y)n+1



定理 2.

1 ≤ p < ∞
Ω: 滑らかな有界領域とする.

∃{λi} ⊂ Ω s.t. ∀f ∈ bp(Ω) ∃{ai} ∈ lp

f(x) =
∞∑
i=1

aiR1(x, λi)r(λi)
(1− 1

p )n

ここで右辺の収束はbp-収束.



4 調和ブロック空間

定義 (調和ブロック空間)

B := {f : Ω上調和かつ∥f∥B < ∞}: 調和ブロック空間
ここで∥f∥B := sup{r(x)|∇f(x)|;x ∈ Ω}
・(b1)∗ ⋍ B
・1 < ∀p < ∞ に対して B ⊂ bp

・b∞ ⊂ B: 連続



定理 3.

Ω: 滑らかな有界領域とする.

∃{λi} ⊂ Ω s.t. ∀f ∈ B ∃{ai} ∈ l∞

f(x) =
∞∑
i=1

aiR(x, λi)r(λi)
n



5 いくつかの補題

定義 ( uniformly finite )

　開集合族{Ui}が　uniformly finite with bound N
def⇔ ∃N s.t. ∀x ∈ Ω #{i ∈ N;x ∈ Ui} ≤ N

補題1. ( covering lemma )

0 < δ < 1
4とする.

以下を満たすようにδによらない定数N , {λi} ⊂ Ω, 互いに

素なΩの被覆{Ei}が存在する.

(a)∀i ∈ N Ei は可測

(b)∃c > 0 s.t. ∀i ∈ N B(λi, cδr(λi)) ⊂ Ei ⊂ B(λi, δr(λi))

(c){B(λi, 3δr(λi))} は uniformly finite with bound N



補題2.

Iαf(x) :=

∫
Ω

r(y)α

d(x, y)n+α
f(y)dy

とおく.

α = 0 ⇒ Iα : Lp → Lp : 有界 for p > 1

α > 0 ⇒ Iα : Lp → Lp : 有界 for p ≥ 1



6 証明の概要

以下の作用素について考察する.

Ap,{λi}({ai})(x) :=
∞∑
i=1

aiR(x, λi)r(λi)
(1− 1

p )n in bp

Sp,{λi}f(x) :=
∞∑
i=1

R(x, λi)f(λi)|Ei| in bp

Up,{λi}(f) := {|Ei|f(λi)r(λi)
−(1− 1

p )n}i

示すことはAp,{λi} : lp → bp(Ω)が全射であること.



・Ap,{λi} ◦ Up,{λi} = Sp,{λi}

・Sp,{λi} : bp → bp, Up,{λi} : bp → lp,

Ap,{λi} : lp → bp,はすべて有界作用素

・δを十分小さくとれば、∥Sp,{λi} − I∥ < 1を満たす.

このことからSp,{λi} : bp → bpが全単射を示せる.



(I − S)f(x) =

∫
Ω

f(y)R(x, y)dy −
∞∑
i=1

R(x, λi)f(λi)|Ei|

=
∞∑
i=1

∫
Ei

f(y)(R(x, y)−R(x, λi))dy =: F1(x)

+

∞∑
i=1

∫
Ei

(f(y)− f(λi))R(x, λi)dy =: F2(x)



|F1(x)| ≲
∞∑
i=1

∫
Ei

|f(y)||y − λi||∇yR(x, ȳ)|dy

≲ δ
∞∑
i=1

∫
Ei

|f(y)|r(λi)
1

d(x, ȳ)n+1
dy

≲ δ
∞∑
i=1

∫
Ei

r(y)

d(x, y)n+1
|f(y)|dy

= δI1|f |(x)



|f(y)− f(λi)| ≤
∫
Ω

|R1(y, z)−R1(λi, z)||f(z)|dz

≤
∫
Ω

|y − λi||∇xR1(ȳ, z)||f(z)|dz

≲ δ

∫
Ω

r(λi)r(z)

d(ȳ, z)n+2
|f(z)|dz

≲ δI1|f |(y)



|F2(x)| ≤
∞∑
i=1

∫
Ei

|f(y)− f(λi)||R(x, λi)|dy

≲ δ

∫
Ei

1

d(x, y)n
I1|f |(y)dy

= δ

∫
Ω

1

d(x, y)n
I1|f |(y)dy

= δI0 ◦ I1|f |(x)
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