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. . . . . .

調和ベルグマン空間

ν を単位球 B上の正ボレル測度とする。νを重みとする調和ベルグマン
空間を以下で定義する：

b2
ν = b2

ν(B) := Harm(B) ∩ L2(B,dν)

ここで Harm(B)は B上調和関数全体の成す空間であり L2(B,dν)は測度
νに関する２乗可積分関数全体の成す空間である。

先行研究としては

dν(x) = dx ：ルベーグ測度

dν(x) = dVα(x) = cα(1 − |x |2)αdx (α > −1)：重み α付きルベーグ
測度

などの設定の調和ベルグマン空間が考察されている。
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. . . . . .

回転対称な正測度を重みとする調和ベルグマン空間

Mrad を B上の回転対称な有限正測度 dν(x) = d ν̃(r)dσ(θ)であり

ν̃([r ,1)) > 0 for any r ∈ [0,1)

を満たす（つまり台がコンパクトでない）測度全体の成す空間とする。
.
Proposition
..

......

νを B上の回転対称な正測度とする。このとき次の条件は同値である：
...1 b2

ν は再生核ヒルベルト空間である
...2 ν ∈ Mrad

以下、ν ∈ Mrad として再生核ヒルベルト空間 b2
ν についての性質を述

べる。
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調和ベルグマン核、直交分解

Rν(x , y)を b2
ν の再生核とする。（調和ベルグマン核と呼ばれる）

Qν を L2(B,dν)から b2
ν への直交射影とする。

直交射影Qν は調和ベルグマン核 Rν(x , y)による積分作用素によって表
示できる。つまり:

Qν f (x) =
∫
B

Rν(x , y)f (y)dν(y)

x ∈ B, f ∈ L2(B,dν)と書ける。
.
Lemma (直交分解)
..

......

b2
ν =

∞⊕
m=0

Hm(B)

ここでHm(B)はm次同次調和多項式を B上で制限した関数全体の空間
である。
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直交射影、調和ベルグマン核の表示

Qν
m を b2

ν から Hm(B)への直交射影とし、
Z ν

m(x , y)をその積分作用素の核とする。つまり

Qν
mf (x) =

∫
B

Z ν
m(x , y)f (y)dν(y)

.
Lemma (調和ベルグマン核の表示)
..

......

Rν(x , y) =
∞∑

m=0

Z ν
m(x , y) =

∞∑
m=0

Zm(x , y)∫
[0,1) r2md ν̃(r)

ここで、Zm(x , y)は zonal harmonicである。
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テプリッツ作用素

µを B上の有限正測度とする。そのとき

E(f ,g) =
∫
B

f (x)g(x)dµ(x),

for f ,g ∈ F := b2
ν ∩ L2(B,dµ)とする。このとき (E ,F)は閉形式となる。

つまり F は次のノルムについて完備となる。

∥f∥2 = E(f , f ) + ⟨f , f ⟩2
ν .

二次形式の一般論により,次を満たす正測度 Tµ,ν が唯一つ存在する：∫
B

f (x)g(x)dµ(x) = E(f ,g) = ⟨
√

Tµ,ν f ,
√

Tµ,νg⟩ν

f ,g ∈ Dom(Tµ,ν) ⊂ F .
Tµ,ν を表象を µとするテプリッツ作用素と呼ぶ。
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回転対称な表象を持つテプリッツ作用素の固有値

.
Theorem
..

......

ν ∈ Mrad とし µを回転対称な有限正測度とする。そのとき、
(λm, Hm(B))はテプリッツ作用素 Tµ,ν の固有値とその固有空間となる。

ここで

λm = λm(Tµ,ν) =

∫
[0,1) r2md µ̃(r)∫
[0,1) r2md ν̃(r)

. (1)

さらに, Tµ,ν は

Tµ,ν =
∞∑

m=0

λmQν
m (2)

と分解できる。

正でない回転対称な有限正測度 µに対しても µ = µ+ − µ−とジョルダン
分解を考えることで、テプリッツ作用素を定義することができる。
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平均関数、ベリジン変換

平均関数 (averaging function) aµ,ν(r)とベリジン変換 Bµ,ν(x)を以下で
定める。

aµ,ν(r) :=
µ(B \ Br )

ν(B \ Br )
=

µ̃([r ,1))
ν̃([r ,1))

,

Bµ,ν(x) :=

∫
B Rν(x , y)2dµ(y)

Rν(x , x)

(
=

⟨Tµ,νRν(x , ·),Rν(x , ·)⟩ν
⟨Rν(x , ·),Rν(x , ·)⟩ν

)
,

ここで Br = {|x | < r}.
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主結果 1

.
Theorem
..

......

µを B上の回転対称な有限測度とする。このとき次の評価を得る：

sup
x∈B

|Bµ,ν(x)| ≤ |λm(Tµ,ν)| ≤ sup
0≤r<1

|aµ,ν(r)|,

lim sup
|x |→1

|Bµ,ν(x)| ≤ lim sup
m→∞

|λm(Tµ,ν)| ≤ lim sup
r→1

|aµ,ν(r)|,

lim inf
|x |→1

|Bµ,ν(x)| ≤ lim inf
m→∞

|λm(Tµ,ν)|

Remark. 上の定理よりただちに次がわかる。
aµ,ν が [0,1)上で有界⇒ Tµ,ν は有界作用素

lim sup
r→1

aµ,ν(r) = 0 ⇒ Tµ,ν はコンパクト作用素
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主結果 2

.
Theorem
..

......

µ, ν ∈ Mrad とする。そのとき次の評価を得る。

Rν(x , x)
Rµ(x , x)

≤ Bµ,ν(x)

for x ∈ B. さらに,もし極限 lim
r→1

aµ,ν(r)が存在するならば,

lim
|x |→1

Rν(x , x)
Rµ(x , x)

= lim
|x |→1

Bµ,ν(x) = lim
m→∞

λm = lim
r→1

aµ,ν(r).

が成り立つ。
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調和ベルグマン核の境界挙動についての例

ν として d ν̃ = nrn−1dr となるものをとり、
µとして

µ̃ =
6n
π2

∞∑
k=1

1
k2 δsk ,

とする。ここで δsk 点 sk におけるディラック測度とし、{sk} ⊂ [0,1)を

sk :=
6
π2

k∑
l=1

1
l2

とする。そのとき

lim
|x |→1

Rν(x , x)
Rµ(x , x)

= 1.

を得る。
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. . . . . .

主結果について

µ, νの回転対称性から、定理に見られる各種の量はそれぞれ

Rν(x , x) =
∞∑

m=0

hm|x |2m∫
[0,1) r2md ν̃(r)

λm(Tµ,ν) =

∫
[0,1) µ̃([t

1
2m ,1))dt∫

[0,1) ν̃([t
1

2m ,1))dt
,

Bµ,ν(x) =
∞∑

m=0

hm|x |2m∫
[0,1) r2md ν̃(r)

λm

/ ∞∑
m=0

hm|x |2m∫
[0,1) r2md ν̃(r)

と計算できる。ここで hmはHm(B)の次元。
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Concluding remark

測度 µ, νを回転対称な有限測度であるとき、平均関数 aµ,ν、べレジン変

換 Bµ,ν を用いて
...1 テプリッツ作用素の固有値の評価
（結果として aµ,ν が有界⇒ Tµ,ν が有界を得た）

...2 Rν (x,x)の評価

を得た。

これからの課題としては
...1 aµ,ν が有界⇐ Tµ,ν が有界?
...2 Rν(x , y)の評価
...3 回転対称でない測度についての考察

が挙げられる。
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