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1 単位円板上の正則関数
L2

a(D) := {h : D上正則かつ‖h‖2 < ∞}: Bergman空間
(ここで‖h‖2 = (

∫
D |h|2dA(z))

1
2 )

このとき次が成り立つ.

・L2
a(D) ⊂ L2(D): 閉部分空間

・∀x ∈ D, evx : f ∈ L2
a → f(z) ∈ C: 有界

・∀z ∈ D, ∀f ∈ L2
a(D)

f(z) =
∫

D
K(z, w)f(w)dw

K(z, w) =
1

π(1 − zw̄)2
: Bergman核.



2 滑らかな有界領域上の調和関数
1 ≤ p < ∞
Ω ⊂ Rn: 滑らかな有界領域
bp(Ω) := {f : Ω上調和かつ‖f‖p < ∞}
調和Bergman空間
(ここで‖f‖p := (

∫
Ω
|f |pdx)

1
p )

このとき次が成り立つ.

・bp(Ω) ⊂ Lp(Ω): 閉部分空間
・∀x ∈ Ω, ∀f ∈ bp(Ω)

f(x) =
∫

Ω

R(x, y)f(y)dy

ここでR(·, ·)を調和Bergman核とする.



・具体例 Ω = B（単位球）のとき

RB(x, y) =
(n − 4)|x|4|y|4 + (8x · y − 2n − 4)|x|2|y|2 + n

nV (B)((1 − |x|2)(1 − |y|2) + |x − y|2)1+ n
2

定理 （ H. Kang and H. Koo(2001) ）
Ω: 滑らかな有界領域, α, β: 多重指数とする.

∃Cα,β s.t. ∀x, ∀y ∈ Ω

|Dα
x Dβ

y R(x, y)| ≤ Cα,β

d(x, y)n+|α|+|β|

∃C s.t. ∀x ∈ Ω
R(x, x) ≥ C

r(x)n

ここでd(x, y) := r(x) + r(y) + |x− y|, r(x) := dist(x, ∂Ω)



次の作用素を考える.

Ap,{λi}({ai})(x) :=
∞∑

i=1

aiR(x, λi)r(λi)(1−
1
p )n

定理１.

1 < p < ∞
Ω: 滑らかな有界領域とする.

∃{λi} ⊂ Ω s.t. Ap,{λi} : `p → bp: 有界全射

注意. f ∈ bpに対して,{ai} ∈ `pは

ai = cif(λi)

によって与えられる.



3 その他の再生核
η : |∇η|2 = 1 + ηω for some ω ∈ C∞(Ω̄)を満たすΩの
defining function

微分作用素

K1g := g − 1
2
∆(η2g)

とおき、
R1(x, y) := K1(Rx)(y)

P1f(x) :=
∫

Ω

R1(x, y)f(y)dy

とおくと次のような性質が成り立つ.



定理　( B. R. Choe, H. Koo and H. Yi(2004) )

・∀f ∈ b1(Ω) P1f = f

・1 ≤ p < ∞のとき P1 : Lp(Ω) → bp(Ω)は有界作用素
・α: 多重指数とする. ∃Cα, C1 > 0 s.t.

|Dα
x R1(x, y)| ≤ Cαr(y)

d(x, y)n+1+|α|

|DyR1(x, y)| ≤ C1

d(x, y)n+1



A1,p,{λi}({ai})(x) :=
∞∑

i=1

aiR1(x, λi)r(λi)(1−
1
p )n

定理 2.

1 ≤ p < ∞
Ω: 滑らかな有界領域とする.

∃{λi} ⊂ Ω s.t. A1,p,{λi} : `p → bp: 有界全射



4 調和ブロック空間
この章では 0 ∈ Ω とする.

定義 (調和ブロック空間)

B := {f : Ω上調和かつ‖f‖B < ∞}: 調和ブロック空間
ここで‖f‖B := sup{r(x)|∇f(x)|; x ∈ Ω}
B̃ := {f ∈ B : f(0) = 0}

・(b1)∗ w B
・1 < ∀p < ∞ に対して B ⊂ bp

・b∞ ⊂ B: 連続



定理 3.

Ω: 滑らかな有界領域とする.

∃{λi} ⊂ Ω s.t. ∀f ∈ B̃ ∃{ai} ∈ `∞

f(x) =
∞∑

i=1

aiR̃1(x, λi)r(λi)n

ここでR̃1(x, y) := R1(x, y) − R1(0, y).



5 いくつかの補題
定義 ( uniformly finite intersection )

　開集合族{Ui}が　uniformly finite intersection with

bound N
def⇔ ∃N s.t. ∀x ∈ Ω #{i ∈ N; x ∈ Ui} ≤ N

補題 1. ( covering lemma )

0 < δ < 1
4とする. 以下を満たすようにδによらない定数N ,

{λi} ⊂ Ω, 互いに素なΩの被覆{Ei}が存在する.

(a)∀i ∈ N Ei は可測
(b)∃c > 0 s.t. ∀i ∈ N B(λi, cδr(λi)) ⊂ Ei ⊂ B(λi, δr(λi))
(c){B(λi, 3δr(λi))} は uniformly finite intersection with

bound N



補題 2.

Iαf(x) :=
∫

Ω

r(y)α

d(x, y)n+α
f(y)dy

とおく.

α = 0 ⇒ Iα : Lp → Lp : 有界 for p > 1
α > 0 ⇒ Iα : Lp → Lp : 有界 for p ≥ 1



6 証明の概要
以下の作用素について考察する.

Ap,{λi}({ai})(x) :=
∞∑

i=1

aiR(x, λi)r(λi)(1−
1
p )n in bp

Sp,{λi}f(x) :=
∞∑

i=1

R(x, λi)f(λi)|Ei| in bp

Up,{λi}(f) := {|Ei|f(λi)r(λi)−(1− 1
p )n}i

示すことはAp,{λi} : lp → bp(Ω)が全射であること.



・Ap,{λi} ◦ Up,{λi} = Sp,{λi}

・Sp,{λi} : bp → bp, Up,{λi} : bp → lp,

Ap,{λi} : lp → bp,はすべて有界作用素

・δを十分小さくとれば、‖Sp,{λi} − I‖ < 1を満たす.

このことからSp,{λi} : bp → bpが全単射を示せる.



7 応用
以下、Hilbert空間b2のみを考える.

定義 (Toeplitz operator) µ ∈ M(Ω)に対してToeplitz

operator Tµ with symbol µ を次で定義する.

Tµf(x) :=
∫

Ω

R(x, y)f(y)dµ(y) (x ∈ Ω). (1)

Problem

Toeplitz operator の性質を µ を使って記述せよ!



定義 (averaging function, Berezin transform)

µ ≥ 0, δ ∈ (0, 1)に対して averaging functon µ̂δを次で定義
する.

µ̂δ(x) :=
µ(B(x, δr(x)))
V (B(x, δr(x)))

(x ∈ Ω). (2)

さらに1 < p < ∞に対して ΩのBerezin p-transform µ̃pを
次で定義する.

µ̃p(x) :=

∫
Ω
|R(x, y)|pdµ(y)
‖R(x, ·)‖p

bp

(x ∈ Ω). (3)



定義 (Schatten class operator) XをHilbert空間としTを
compact作用素とする. TがSchatten p-class 作用素
(0 < p)とは次を満たすことをいう

‖T‖Sp(X) :=
( ∞∑

m=1

|sm(T )|p
) 1

p

< ∞

ここでsm(T )はTのsingular value 数列である [5].

先の補助関数を使ってToeplitz operatorがp-Schatten族に
属する必要十分条件を述べた結果がある.



定理 (B. R. Choe, Y. J. Lee and K. Na(2004)) 1 ≤ p < ∞,

δ ∈ (0, 1)とする. µ ≥ 0に対し, 次の条件は同値:

(a) Tµ ∈ Sp

(b) µ̃ ∈ Lp(λ)

(c) µ̂δ ∈ Lp(λ)

(d)
∑∞

j=1 µ̂δ(λj)p < ∞

ここで dλ(x) := R(x, x)dx.

定理 4.
2(n−1)

n+2 < p < 1とする. もし
∑∞

j=1 µ̂δ(λj)p < ∞ならば, そ
のとき Tµ ∈ Spである.



証明の概要
補題 3.

TをHilbert空間H上のcompact作用素とし0 < p ≤ 2とす
る. そのときHの任意の正規直交基 {en} に対して次が成り
立つ.

‖T‖p
Sp(X) ≤

∑
n

∑
k

|〈Ten, ek〉|p. (4)

この補題を用いて、‖TµA‖p
Sp(X) < ∞ を示す. ここでAは

定理 2. にてb2に対して得られる全射有界写像. そこから
‖Tµ‖Sp(X) < ∞を得る.

まず〈A∗TµAei, ej〉を計算する.



Aei(x) = R1(x, λi)r(λi)
n
2

であり

TµAei(x) = r(λi)
n
2

∫
Ω

R1(x, y)R1(y, λi)dµ(y).

となる. よって,

〈A∗TµAei, ej〉 = r(λi)
n
2 r(λj)

n
2

∫
Ω

R1(y, λi)R1(y, λj)dµ(y).

をえる. さらに計算して



X

i

X

j

|〈A
∗

TµAei, ej〉|p

=
X

i

X

j

˛

˛

˛

r(λi)
n
2 r(λj)

n
2

Z

Ω
R1(x, λi)R1(x, λj)dµ(x)

˛

˛

˛

p

.
X

i

X

j

r(λi)
np
2 r(λj)

np
2

“

X

k

Z

B(λk,δr(λk))

r(λi)

d(x, λi)
n+1

r(λj)

d(x, λj)n+1
d|µ|(x)

”p

.
X

j

r(λi)
np
2 r(λj)

np
2

“

X

k

|µ|(B(λk, δr(λk)))
r(λi)

d(λk, λi)
n+1

r(λj)

d(λk, λj)n+1

”p

.
X

k

µ̂δ(λk)p
r(λk)np

“

X

i

r(λi)
np
2 +p

d(λk, λi)
(n+1)p

”2

=
X

k

µ̂δ(λk)p
“

X

i

r(λk)
np
2 r(λi)

np
2 +p

d(λk, λi)
(n+1)p

”2

よってiについての和に注目すると次を得る.



X

i

r(λk)
np
2 r(λi)

np
2 +p

d(λk, λi)(n+1)p
.

X

i

Z

B(λi,δλi)

r(λk)
np
2 r(λi)

np
2 +p−n

d(λk, λi)n+(n+1)p−n
dy

.
Z

Ω

r(λk)
np
2 r(y)

np
2 +p−n

d(λk, y)n+(n+1)p−n
dy . 1.

仮定 2(n−1)
n+2 < p < 1 は可積分条件として必要.



(I − S)f(x) =
∫

Ω

f(y)R(x, y)dy −
∞∑

i=1

R(x, λi)f(λi)|Ei|

=
∞∑

i=1

∫
Ei

f(y)(R(x, y) − R(x, λi))dy =: F1(x)

+
∞∑

i=1

∫
Ei

(f(y) − f(λi))R(x, λi)dy =: F2(x)



|F1(x)| .
∞∑

i=1

∫
Ei

|f(y)||y − λi||∇yR(x, ȳ)|dy

. δ
∞∑

i=1

∫
Ei

|f(y)|r(λi)
1

d(x, ȳ)n+1
dy

. δ
∞∑

i=1

∫
Ei

r(y)
d(x, y)n+1

|f(y)|dy

= δI1|f |(x)



|f(y) − f(λi)| ≤
∫

Ω

|R1(y, z) − R1(λi, z)||f(z)|dz

≤
∫

Ω

|y − λi||∇xR1(ȳ, z)||f(z)|dz

. δ

∫
Ω

r(λi)r(z)
d(ȳ, z)n+2

|f(z)|dz

. δI1|f |(y)



|F2(x)| ≤
∞∑

i=1

∫
Ei

|f(y) − f(λi)||R(x, λi)|dy

. δ

∫
Ei

1
d(x, y)n

I1|f |(y)dy

= δ

∫
Ω

1
d(x, y)n

I1|f |(y)dy

= δI0 ◦ I1|f |(x)
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